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Aplicacdo da equacio diferencial ordinaria, no método de Runge-Kutta: uma revisao
sistematica da literatura

Application of the ordinary differential equation in the Runge-Kutta method: a systematic
literature review

Danilo Nunes de Souza

Resumo

Este trabalho apresenta uma revisdo sistematica da literatura sobre a aplicacdo do método de
Runge-Kutta na resolugdo de equagdes diferenciais ordindrias (EDOs). As equacdes
diferenciais ordinarias sdo fundamentais para a modelagem de fendmenos dindmicos em
diversas areas do conhecimento, como fisica, biologia, engenharia e ciéncias sociais. Diante
da dificuldade de obter solu¢des analiticas para muitas dessas equacdes, os métodos
numéricos, especialmente o de Runge-Kutta, tornam-se ferramentas essenciais. Assim, a
sistematizagdo do conhecimento sobre esse método numérico fortalece a base cientifica e
fomenta novas possibilidades de aplicacao em areas estratégicas. Assim o presente estudo tem
por objetivo realizar uma revisdo sistematica da literatura sobre a aplicagdo do método de
Runge-Kutta na resolu¢ao de equagdes diferenciais ordinarias, com o intuito de identificar os
principais contextos de uso, tendéncias de pesquisa, contribuigdes cientificas e lacunas
existentes. Para tanto, empregou-se uma pesquisa de cunho bibliografico, com destino
diferenciado em exploratorio e numa abordagem qualitativa. Por fim, o método de Runge-
Kutta se configura na equacgdo diferencial ordindria, uma maior facilidades nas aulas de
calculo e os discentes conseguem melhorar as suas respectivas alusdes nas disciplinas de
niveis superiores na area das exatas.

Palavras- chave: Estudos Cientificos, Método de Runge-Kutta, Equagdes Diferenciais
Ordinarias.

Abstract

This paper presents a systematic review of the literature on the application of the Runge-Kutta
Method in solving ordinary differential equations (ODEs). Ordinary

differential equations are fundamental for modeling dynamic phenomena in several areas of
knowledge, such as physics, biology, engineering and social sciences. Given the difficulty in
obtaining analytical solutions for many of these equations, numerical methods, especially the
Runge-Kutta method, become essential tools. Thus, the systematization of knowledge about
this numerical method strengthens the scientific basis and fosters new possibilities of
application in strategic areas. Thus, the present study aims to carry out a systematic review of
the literature on the application of the Runge-Kutta Method in solving ordinary differential
equations, in order to identify the main contexts of use, research trends, scientific
contributions and existing gaps. For this purpose, bibliographic research was used, with a
differentiated exploratory and qualitative approach. Finally, the Runge-Kutta method is
configured in the ordinary differential equation, providing greater facilities in calculus classes
and students are able to improve their respective allusions in higher level subjects in the exact
area.

Keywords: Scientific Studies, Runge-Kutta Method, Ordinary Differential Equations.

INTRODUCAO

Teoricamente, estudos do método de Runge-Kutta com resolugdo na equagdo

diferencial ordinaria (EDO), s3o embasados nos mecanismos numéricos que Sao
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extremamente Uteis na resolucdo de muitos problemas matematicos e fisicos, que em geral sao
modelados por equagdes diferenciais ordindrias e surgem como alternativa para a obtengao de
resultados que quase sempre nao podem ser obtidos por procedimentos reais. Por sua vez, o
método de Runge-Kutta destaca-se com sua precisdo e aplicabilidade em uma ampla gama de
problemas, desde modelos populacionais até sistemas de controle, circuitos elétricos e
dindmicas ndo lineares. Sua simplicidade relativa, aliada a eficiéncia computacional, o torna
um dos métodos mais utilizados no ensino e na pratica cientifica. As potencialidades desse
método incluem a resolucdo de problemas complexos com boa estabilidade numérica, além da
possibilidade de implementacdo em softwares computacionais amplamente usados na ciéncia
e na engenharia. O fator de impacto desta investigagdo se da justamente na possibilidade de
consolidar o conhecimento existente, tornando-o acessivel para pesquisadores, professores e
estudantes que trabalham com modelagem matematica. Além disso, pode orientar novas
pesquisas e aplicagdes em areas onde o uso das equacdes diferenciais ordinarias (EDOs),
ainda ¢ emergente ou subexplorado. A relevancia cientifica do tema esta no fortalecimento da
base teorica e metodoldgica relacionada a modelagem e simulacao de sistemas dinamicos. Ja
a relevancia social se revela na aplicabilidade pratica desse conhecimento, que pode impactar
positivamente areas como saude publica (modelagem epidemioldgica), meio ambiente
(simulacao de polui¢dao e clima), economia (modelos de previsdao), entre outras. Assim, ao
contribuir para a otimizagdo e compreensao de processos reais, a pesquisa promove o avango

do conhecimento e o bem-estar social.

PROBLEMATICA

Como o método de Runge-Kutta tem sido aplicado na resolugdo de equacdes
diferenciais ordindrias, segundo a literatura cientifica disponivel, e quais sdo as principais
tendéncias, contribui¢cdes e lacunas identificadas a partir de uma revisdo sistematica da

literatura?

OBJETIVOS
Objetivo Geral

Realizar uma revisdo sistematica da literatura sobre a aplicagao do método de Runge-
Kutta na resolucdo de equagdes diferenciais ordinarias, com o intuito de identificar os
principais contextos de uso, tendéncias de pesquisa, contribui¢des cientificas e lacunas

existentes.
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Objetivos Especificos
e Mapear os principais trabalhos cientificos que aplicam o método de Runge- Kutta na

resolucdo de equagdes diferenciais ordinarias, destacando areas do conhecimento e tipos de
problemas abordados;

e Analisar as contribui¢cdes metodologicas e técnicas presentes na literatura sobre o uso do
método de Runge-Kutta, considerando sua evolugdo e variagdes (RK2, RK4);

e Identificar lacunas e oportunidades para futuras pesquisas com base nos resultados

encontrados, sugerindo novos caminhos para a aplicagdo e o aprimoramento do método

JUSTIFICATIVA

O interesse por métodos numéricos e sua aplicagdo em problemas reais motivou a
escolha deste tema. A curiosidade em compreender como técnicas como o método de Runge-
Kutta sdo utilizadas na pratica cientifica, bem como a vontade de aprofundar os
conhecimentos em equacdes diferenciais ordinarias (EDOs), impulsionaram o
desenvolvimento deste estudo. Além disso, o desejo de contribuir para a sistematiza¢ao do
conhecimento técnico e metodoldgico sobre o tema refor¢a o comprometimento com a
pesquisa.

Do ponto de vista académico, este estudo ¢é relevante por propor uma revisdo
sistematica que reune, organiza e analisa criticamente a produgdo cientifica acerca da
aplicacdo do método de Runge-Kutta em equagdes diferenciais ordindrias (EDOs). Embora
amplamente utilizado, o método carece de investigagdes que consolidem sua aplicagdo em
diferentes contextos cientificos. A sistematiza¢do desse conhecimento nao apenas enriquece a
literatura existente, mas também serve de base para futuras pesquisas na area de modelagem
matematica, ensino de métodos numéricos e desenvolvimento computacional.

Socialmente, o estudo se justifica por abordar um tema que tem implicagdes praticas
em areas que impactam diretamente a sociedade, como saude, meio ambiente, engenharia,
economia ¢ educagdao. A modelagem precisa de fendmenos reais, por meio de equagdes
diferencias ordindrias (EDOs) resolvidas numericamente, contribui para a previsao, controle e
melhoria de processos e sistemas. Ao ampliar a compreensdo sobre o uso do Método de
Runge-Kutta, o trabalho colabora com a formacao de profissionais e pesquisadores mais
capacitados a atuar em problemas sociais complexos. O avango tecnologico e a crescente
complexidade dos problemas cientificos contemporaneos tornam o uso de métodos numéricos
cada vez mais necessario. O método de Runge-Kutta continua sendo amplamente utilizado em

simulagdes computacionais modernas, inclusive em areas emergentes como inteligéncia
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artificial, andlise de sistemas dindmicos complexos e modelagens epidemioldgicas. A

relevancia do tema ¢ intensificada pelo aumento da produgdo cientifica envolvendo

modelagem numérica e pelas demandas por precisao em simulagoes.

METODOLOGIA

Para a realizacdo desta pesquisa foi executada, segundo o procedimento técnico:
pesquisa bibliografica.

Pesquisa Bibliografica ¢ o levantamento ou revisdo de obras publicadas sobre a teoria
que ira direcionar o trabalho cientifico o que necessita uma dedicagdo, estudo e analise pelo
pesquisador que ird executar o trabalho cientifico e tem como objetivo reunir e analisar textos
publicados, para apoiar o trabalho cientifico (Sousa; Oliveira, 2024).

Quanto ao objetivo a pesquisa pode ser exploratorio por proporcionar maior

familiaridade com o problema, uma vez que busca torna-lo explicito, abrangendo
para tanto: levantamento bibliografico e analise de exemplos que estimulem a compreensao.
Assume, geralmente, as formas de pesquisas bibliograficas e estudos de casos (Rosa, 2024).

Em relacdo a abordagem da pesquisa serd qualitativa. Pesquisa Qualitativa adequado
a consideragdo da relagdo dinamica entre o mundo objetivo e a subjetividade do sujeito que
nao pode ser traduzido em numeros. A interpretacdo dos fenomenos e a pertinéncia de
significados que sdo bésicas no processo dessa analise (Alves, 2024).

Nesse sentido, esta revisao de literatura busca uma ampla reflexdo e aprofundamento
acerca do tema evidenciando a relevancia do mesmo para a atualidade. Por se tratar de
pesquisa bibliografica, os estudos feitos sdo com base em fontes ja publicadas, as quais foram:
artigos, dissertacdes, livros, monografias, pesquisas e periodicos.

Ao que diz respeito a bibliografia impressa esta foi examinada e utilizada por meio
das doutrinas e livros existentes que abordavam a respeito deste tema, como também por meio
da internet, com a pesquisa de paginas na web atuais.

Na analise e interpretacao dos resultados foi realizada uma leitura analitica com a
finalidade de ordenar e sumariar as informacdes contidas nas fontes, de forma que estas a
obtencdo de respostas ao problema da pesquisa.

Foi realizada leitura, estudo e analise das ferramentas e materiais escolhidos, com o
objetivo de detectar dados, referéncias e conhecimentos, indicar relagdes em meio aos dados
adquiridos e avaliar a coeréncia de tais pesquisas, como também a veracidade de cada uma

delas (Pereira, 2021).
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APLICACOES CIENTiFICAS DO METODO DE RUNGE-KUTTA, UM
MAPEAMENTO POR AREAS E TEMATICAS

O método de Runge-Kutta ¢ provavelmente um dos métodos mais populares. O
método de Runge-Kutta de quarta ordem também ¢ um dos mais preciosos para obter
solucdes aproximadas de valor inicial (Vera, 2022).

O método de Runge-Kutta pode usar diferentes coeficientes ou pesos para os
calculos. Assim, pode-se utilizar algoritmos de segunda ordem (RK2) e de quarta ordem
(RK4), por exemplo, sendo estes os mais populares (Moreira; Schepke; Cabral, 2022).

Cada método de Runge-Kutta consiste em comparar um polindmio de Taylor
apropriado para eliminar o calculo das derivadas, fazendo-se véarias avaliacdes da fungdo a
cada passo. Isso se deve porque o método de Runge-Kutta pode ser entendido como um

aperfeicoamento do método de Euler, com uma melhor estimativa da derivada da fun¢do

(Lopes, 2021).

1.2 Setores Cientificos e Modelos Dinamicos Abordados com o0 Método de Runge-Kutta

A aplicacdo do método de Runge-Kutta (RK-1, RK2 e RK-4) como sua eficiéncia em
problemas de circuito RC, circuito LC e movimento em um meio resistivo de equagdes
diferenciais lineares homogéneas com certas condicoes especificas, mas que também devemos
reconhecer que existem outras areas do ramo da fisica em que estes se aplicam. Por isso, ¢
possivel a aplicagao do método de Runge-Kutta para problemas que envolvam, por exemplo,
eletromagnetismo, oscilagdes livres num circuito RL, oscilagdes livres num circuito LC, como
em sistemas da mecanica Newtoniana, Lagrangiana e Hamiltoniana “movimento em um meio
resistivo” (Zome, 2023).

De acordo com Zome (2023), o método de Runge-Kutta para equacdes diferenciais
de ordem 4 (RK-4) ¢ um método muito difundido para o calculo computacional, é nesse
método utilizaremos como modelo para a criagdo do algoritmo no Software Mathematica, e

sua formulagdo geral ¢:

yntl = yn + h / 6 (kl + 2k2 + 2k3 + k4), Os métodos numéricos procuram
desenvolver processos de calculo (algoritmos) utilizando uma sequéncia finita de
operagdes aritméticas basicas, de forma a que certos problemas matematicos se
tornem executaveis. Estes algoritmos envolvem, em geral, um grande numero de
calculos aritméticos. Nao ¢ pois de estranhar que, nas ultimas décadas, com o rapido
crescimento das potencialidades dos computadores digitais, o papel dos métodos
numéricos na resolucdo de problemas complexos tenham sofrido grande incremento
(Sa, 2024).

Equacdes diferenciais ordinarias t€ém um papel extremamente importante em todas
as areas da Matematica ¢ da Fisica. Para isso, o0 método de Runge-Kutta de quarta
ordem descreve-se o péndulo simples com a presenga de uma forga resistiva através
dos seus diagramas de fase nos amortecimentos subcritico, critico e supercritico
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(Celeste, 2024).
1.3 Aspectos Metodoldgicos da Modelagem Matematica com Runge-Kutta: RK2,
RK4 e Variacoes

Entre as muitas dificuldades no processo de ensino e aprendizagem, pesquisas tém
mencionado que a abstragdo da disciplina de célculo diferencial se mostra um grande desafio,
e maior ainda ¢ a sua aplicacdo e sua importdncia para outras areas do conhecimento
(Fernandes; Saldanha, 2022). Quanto a essa importancia, a modelagem matematica tem um
papel norteador em relagao ao progresso da ciéncia, pois sua aplicacdo estd presente em
diversas areas do conhecimento como a fisica, a quimica, a biologia, a matematica entre
outras. Nessa linha, as equagdes diferenciais tém sido uma o6tima ferramenta na resolucdo de
problemas matematicos envolvendo as areas supracitadas e, por conseguinte, ganhou muito
destaque no campo da fisica.

Assim, o presente estudo, cujo tema ¢ equacdes diferenciais ordindrias na
modelagem matematica, que visa destacar a importadncia da matematica na constru¢do do
desenvolvimento de outras ciéncias da natureza, utilizando como ferramenta chave as
principais aplica¢des de equagdes diferenciais ordinarias, especificamente as de primeira e
segunda ordens na modelagem de fendmenos fisicos, despertando o interesse dos académicos
para a importancia da matematica no desenvolvimento cientifico (Souza, 2024).

Os contribuintes que precederam Leonardo Euler refinaram seu trabalho e a partir
disso produziram ideias novas, ndo acessiveis ao século XVIII de Euler e

sofisticadas e além do entendimento de uma pessoa. A histéria das equacdes
diferenciais comeca com os precursores do calculo: Leibniz e Newton. Quando estes
matematicos brilhantes tiveram uma linguagem apropriada e conhecimento suficiente sobre
derivadas, logo estas apareceram em equagdes e esse campo de estudo ganhou notoriedade.
Contudo, logo descobriram que as solugdes para essas equagdes ndo eram tdo faceis. As
manipulagdes e simplificacdes algébricas ajudaram apenas um pouco. A integral e seu papel
teorico no teorema fundamental do calculo ofereceu ajuda apenas quando as variaveis eram
separaveis. O método de separagdo de variaveis foi generalizado por Leibniz, apesar de ter
sido desenvolvido por Jacob Bernoulli (Boyce; Diprima, 2021). Os estudos das equagdes
diferenciais vém atraindo matematicos desde quando comegaram a ser estudadas por Newton

(Boyce; Diprima, 2021).
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Oportunidades de Aprimoramento do Método de Runge-Kutta nas Ciéncias Exatas, Um
Olhar para a Matematica e a Fisica

Anton, Bivens e Davis (2024), descrevem que se uma particula em movimento
retilineo tem uma func¢do posi¢do s (¢ ), entdo sua velocidade v (¢ ) e aceleragdo a ('¢)

instantaneas sao dadas pelas equagdes:

v(t) =s'(t) e a(t) = v'(t)

Ou seja, s(t) ¢ uma antiderivada de v(t) e que v(t) ¢ uma antiderivada de a(t). Assim, temos
que:

s(t) =S v(t)dt e v(t) = [a(t)dt

Pela formula da fun¢do velocidade v(t) de uma particula em movimento retilineo,
entdo a integracdo de v(t) produz uma familia de funcdes posi¢do com aquela fungdo
velocidade. Se, além disso, soubermos a posi¢cdo so da particula em algum instante to, entdo
teremos informac¢do suficiente para encontrar a constante de integracdo e determinar uma
unica fun¢do posicdo. Analogamente, se conhecermos a fun¢do aceleragdo a(t) da particula,
entdo a integracdo de a(t) produz uma familia de fungdes velocidade com aquela fungdo
aceleracdo. Se, além disso, soubermos a velocidade vo da particula em algum instante to, entdo
teremos informac¢do suficiente para encontrar a constante de integracdo e determinar uma
unica funcdo velocidade (Anton; Bivens; Davis, 2024, p. 76).

Diversas aplicagdes de equacdes diferencias em ensino de matematica e de fisica. As
aplicagdes foram retiradas dos principais livros de calculo utilizados nos cursos de graduagao
e tiveram por objetivo mostrar que € possivel inseri-las no contexto da sala de aula e em
consequéncia disso, nortear os alunos na busca da aprendizagem significativa (Souza, 2024).

As tecnologias impulsionaram a mudanga do ensino no século XXI e as comunidades
escolares passaram a utilizd-las com maior frequéncia, principalmente nas experiéncias com
os estudos de calculos diferenciais. No ensino de matematica, cujo processo requer estratégias
e recursos de ensino diversos e potencializadores da aprendizagem, ¢ fundamental
compreender as acdes desenvolvidas por docentes, para melhorar as aquisicdes dos

conhecimentos dos respectivos discentes, em prol no ambito educacional.
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RESULTADOS E DISCUSSOES

Os métodos numéricos de Runge-Kutta (RK) pertencem ao grupo de métodos
iterativos, isto ¢, trata-se de uma técnica que concebe uma sequéncia de solugdes aproximadas
que vao melhorando conforme iteracdes sao desempenhadas. O método de RK ¢
possivelmente um dos métodos mais populares, € o de quarta ordem ¢ um dos mais usados
para obter solugdes aproximadas de valor inicial. Cada método de Runge-Kutta compde-se em
comparar um polindmio de Taylor apropriado para eliminar o célculo das derivadas, fazendo-
se varias avaliagdes da funcao a cada passo (Pereira, 2023).

Os métodos numéricos sdo um conjunto de aplicagdes de algoritmos utilizados para
formular e resolver problemas matematicos usando operagdes aritméticas. Os algoritmos, por
sua vez, sao grupos finitos de operacdes ordenadas nos quais nos permitem resolver certos
problemas matematicos. Trata-se de uma sequéncia de instrugdes ou regras estabelecidas que,
por meio dessas etapas dadas, permitem-nos aproximar o resultado real de um problema dado
(Zome, 2023).

A anélise numérica ¢ o estudo de algoritmos que buscam resultados numéricos de
problemas das mais diferentes areas do conhecimento humano, modelados matematicamente
(Araujo, 2022).

Uma das aplicagdes dos métodos numéricos computacionais ¢ a resolugdo de
equagdes diferenciais, que tém um papel fundamental para toda a Matematica; algumas,
muitas vezes, somos incapazes de resolver de maneira analitica, outras, damos por
impossiveis (Lyra, 2018).

O Runge-Kuta de quarta ordem ¢ utilizado para encontrar solu¢des aproximadas de
valor inicial. Consiste em comparar um polindmio de Taylor proprio para eliminar o célculo
das derivadas, ¢ feito varias avaliagdes da funcdo a cada passo. Conhecido como um

aperfeicoamento de Euler, tem uma melhor estativa da derivada da fung¢do (Valle, 2024).

CONSIDERACOES FINAIS

A presente revisao sistematica da literatura teve como objetivo principal investigar
como o método de Runge-Kutta tem sido aplicado na resolucdo de equagdes diferenciais
ordinarias (EDOs), a fim de identificar os principais contextos de uso, tendéncias de pesquisa,
contribui¢des cientificas e lacunas ainda existentes. A partir da analise dos trabalhos
selecionados, foi possivel observar que o método ¢ amplamente empregado em diversas areas

do conhecimento, com destaque para a matematica, fisica, engenharia, biologia e ciéncias
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computacionais. Os contextos de aplicagdo identificados variam desde a modelagem de
sistemas fisicos — como movimento de particulas, circuitos elétricos e oscilagdes mecanicas
— até simulacdes em ecologia, epidemiologia ¢ dindmica populacional. A variagdo mais
utilizada ¢ o método de Runge-Kutta de quarta ordem (RK4), dada sua combinagao eficiente
entre precisdo e simplicidade de implementacdo. No entanto, versdes adaptativas e de ordem
superior também tém ganhado espago, especialmente em problemas que exigem controle de
erro e otimizacao de recursos computacionais.

Em termos de contribuicdes cientificas, a literatura revela avancos significativos na
personalizacdo e adaptagdo do método para diferentes classes de EDOs, bem como o
desenvolvimento de algoritmos computacionais e softwares que automatizam seu uso. Além
disso, observa-se um crescimento na integracao do método com outras abordagens, como
inteligéncia artificial, métodos hibridos e simula¢gdes multidimensionais. Contudo, a revisao
também evidenciou lacunas relevantes. Em especial, hd uma caréncia de estudos que discutam
criticamente a escolha do método numérico em relacdo a natureza especifica do problema
modelado, bem como a escassez de publicacdes voltadas para o ensino e popularizacdo do
Runge-Kutta no contexto educacional. Além disso, algumas areas, como ciéncias ambientais e
ciéncias sociais quantitativas, ainda utilizam pouco esse recurso, indicando oportunidades de
expansao e aprofundamento metodologico.

Por fim, este estudo contribui para a sistematizagao do conhecimento sobre o uso do
Meétodo de Runge-Kutta na resolugdo de EDOs, a0 mesmo tempo em que aponta caminhos
promissores para futuras pesquisas, tanto no aprimoramento técnico quanto na diversificacao
de suas aplicagdes. Acredita-se que esta revisao possa servir de base para novos trabalhos
académicos, bem como auxiliar pesquisadores, docentes ¢ estudantes interessados em

modelagem matematica e métodos numéricos.
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